
第四章
平面图与图的着色Ⅱ

计算机系网络所：张小平



主要内容

• 4.1 平面图

• 4.2 极大平面图

• 4.3 非平面图

• 4.4 图的平面性检测

• 4.5 对偶图

• 4.6 色数与色数多项式



平面图

• 定义4.1.1 若能把图𝐺画在一个平面上，使任

何两条边都不相交，就称𝐺可嵌入平面，或

称𝐺是可平面图。可平面图在平面上的一个

嵌入称为平面图。
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平面图

• 定义4.1.2 设𝐺是一个平面图，由它的若干条

边所构成的一个区域内如果不含任何结点

及边，就称该区域为𝐺的一个面或域。包围

这个域的诸边称为该域的边界。

• 把平面图𝐺外边的无限区域称为无限域，其

他区域都叫做内部域。

• 如果两个域有共同边界，就说它们是相邻

的，否则是不相邻的。



节点数：n

边数：m

域数：d

余树边：m－n＋1

域数：d＝m－n＋2



平面图

• 定理4.1.1 设𝐺是平面连通图，则𝐺的域的数

目是

证明：

– 𝐺为连通图，其支撑树 𝑇包含 𝑛－1条边，无回

路，因此此时对 𝑇来说只有一个无限域。

– 由于𝐺为平面图，因此每加入一条余树边，一

定可以与其他边不相交，因此可以把当前域分

为两部分。

– 有𝑚－𝑛＋1条余树边！
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证毕！

欧拉公式



平面图

• 推论4.1.1 若平面图有𝑘个连通支，则

• 推论4.1.2 对一般平面图𝐺，恒有
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平面图

• 定理4.1.2 设平面连通图𝐺没有割边，且每个

域的边界数至少是𝑡，则

证明：

– 设𝐺有𝑑个域

– 由于𝐺中没有割边，因此每条边都与两个不同

的域相邻，因此 ，带入欧拉公式

2

)2(

−

−


t

nt
m

mdt 2

2
2

+− nm
t

m
证毕！



主要内容

• 4.1 平面图

• 4.2 极大平面图

• 4.3 非平面图

• 4.4 图的平面性检测

• 4.5 对偶图

• 4.6 色数与色数多项式



极大平面图

• 定义4.2.1 设𝐺是𝑛 ≥ 3的简单平面图，若在

任意两个不相邻的𝑣𝑖，𝑣𝑗之间加入边 (𝑣𝑖 , 𝑣𝑗)

就会破坏图的平面性，就称G为极大平面图



极大平面图

• 极大平面图的性质：

– 性质1：𝐺是连通的

– 性质2：𝐺不存在割边

– 性质3：𝐺的每个域的边界数都是3

– 性质4：3𝑑＝2𝑚



极大平面图

• 定理4.2.1 极大平面图𝐺中，有

证明：

– 根据性质4 和欧拉公式，即可得证！
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极大平面图

• 推论4.2.1 简单平面图𝐺满足

证明：

– 因为G为简单平面图，故没有自环和重边，故

不会存在域边界数为1或2的情况

– 则每个域边界数至少为3，因此

– 带入欧拉公式，即可得证！

63 − nm 42 − nd

md 23 

证毕！



极大平面图

• 定理4.2.2 简单平面图𝐺中存在度小于6的结

点

证明（反证法）：

– 假设每个结点的度都不小于6

– 则由 可知

– 因G为简单平面图，故满足

– 带入欧拉公式

 = mvd i 2)( mn 26 

md 23 
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极大平面图

• 例： 图不是平面图！7K



主要内容

• 4.1 平面图

• 4.2 极大平面图

• 4.3 非平面图

• 4.4 图的平面性检测

• 4.5 对偶图

• 4.6 色数与色数多项式



非平面图

• 定义4.3.0 设G=(V,E)是简单图，如果可把V划

分为两个子集X、Y，其中 ，

使得对任意边 ，都有 ， ，则称

G为二分图，也称二部图。一般情况下，二

分图G记为G=(X,Y,E)

Evu ),( Xu Yv

== YXVYX  ,
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非平面图

• 定义4.3.0 如果图G不能嵌入平面，满足任意

两边只在结点处相交，则称G为非平面图

– 极大平面图中，任意添加一条边，就变成非平

面图

– 非极大平面图中，如果需要添加某条确定边e，

但是G＋e也不能嵌入平面，则G＋e也是非平面

图

问题：如何判别平面图和非平面图？



非平面图

• 最简单的非平面图是什么？

– 从完全图考察起：

– ？

– ？

– ？

3K

4K

5K

是可平面的！eK −5



非平面图

• 定理4.3.1       是非平面图！

证明：

– 在 中，n＝5，m＝10

– 如它是平面图，应有m≤3n－6＝15－6＝9

– 矛盾！

5K
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证毕！



非平面图

• 最简单的非平面图是什么？

– 是结点最少的非平面图！

– 当结点为6时，边数最少的非平面图将是怎样？

5K

3,3K



非平面图

• 定理4.3.2          是非平面图

证明（反证法）：

– 假设 是平面图，则其𝑛＝6，𝑚＝9

由欧拉公式可知其𝑑＝5

– 观察，很容易发现其中没有三角形，即存在不

等式4𝑑 ≤ 2𝑚，即20≤18，矛盾！

3,3K

3,3K

证毕！

K5和K3,3分别记为K(1)和K(2)图

三家三井问题？ 无解！



非平面图

小结：

• 如果图结点数小于5，图一定是可平面的

• 如果图边数少于 9 ，图一定是可平面的



非平面图

• 定义4.3.1 在K(1)和K(2)图上任意增加一些度为2

的结点之后得到的图成为K(1)型和K(2)型图，

统称为K型图。

K(1)型图 K(2)型图



非平面图

• 思考

– 如何用代数的方法判断K(1)和K(2)图？

– 对任何一个图如何用代数的方法判断其包含K(1)

或K(2)子图？

– 如何用代数的方法判断K(1)型和K(2)型图？

– 对任何一个图如何用代数的方法判断其包含K(1)

型或K(2)型子图？



非平面图

• 定理4.3.3  G是可平面图的充要条件是G不存

在K型子图

– 库拉图斯基(Kuratowski)

– 定理具有极高的理论价值，但是实践中，判断

一个图是否具有K型子图是非常困难的。

– 应该探索一种实用的平面图判别算法。



主要内容

• 4.1 平面图

• 4.2 极大平面图

• 4.3 非平面图

• 4.4 图的平面性检测

• 4.5 对偶图

• 4.6 色数与色数多项式



图的平面性检测

• 如何判断一个图的平面性？

1. 如果图是非连通的

– 分别检查每个连通支

– 当所有的连通支都是可平面的，则G是可平面的

2. 如果图中存在自环

– 移去自环



图的平面性检测

• 如果图G中存在割点，此时可以把图G从割点

处分离，构成若干个不含割点的连通子图

（块），然后检测每一块的平面性。

块



图的平面性检测

4. 移去度为2的结点及其所关联的边，而在它两

个邻点之间加入边。显然原图是可平面的，

当且仅当新图是可平面的。

5. 移去重边

6. 反复运用4和5，最后如果：

a) 𝑚﹤9或𝑛﹤5，则G为可平面的

b) 𝑚﹥3𝑛－6，则G是非平面的

c) 不满足a和b，需要进一步测试

连通自环分割点
删度为2去重边



例：
连通自环分割点

可平面！



例：
删度为2去重边

可平面！

𝒎﹤𝟗

可平面！



图的平面性检测

• 如果不满足条件a和b，G的平面性仍不能断

定，需要进一步检测。

• 如何检测？

• DMP算法（自学）

– Demoucron    Malgrange    Pertuiset



主要内容

• 4.1 平面图

• 4.2 极大平面图

• 4.3 非平面图

• 4.4 图的平面性检测

• 4.5 对偶图

• 4.6 色数与色数多项式



例：



对偶图

•定义4.5.1 满足下列条件的图𝐺∗称为𝐺的对偶图

1.G中每个确定的域 𝑓𝑖内设置一个结点𝑣𝑖
∗

2.对域𝑓𝑖和𝑓𝑗的共同边界𝑒𝑘，有一条边

𝑒𝑘
∗ = (𝑣𝑖

∗, 𝑣𝑗
∗) ∈ 𝐸(𝐺∗)，并与𝑒𝑘相交一次

3.若𝑒𝑘处于域𝑓𝑖之内，则𝑣𝑖
∗有一自环𝑒𝑘

∗与𝑒𝑘相交

一次

显然，这个定义也是求对偶图的方法，称为D(drawing)过程



对偶图

• 性质4.5.1   如果G为平面图，G一定有对偶图𝐺∗，

而且𝐺∗是唯一的。

• 性质4.5.2 𝐺∗是连通图

• 性质4.5.3    若G为平面连通图，那么 𝐺∗ ∗ = 𝐺



对偶图

• 性质4.5.4 平面连通图G与其对偶图𝐺∗的结点、边

和域之间存在如下对应关系

𝑚＝𝑚∗ 𝑑 = 𝑛∗ 𝑛 = 𝑑∗

• 性质4.5.5  设𝐶是平面图G的一个初级回路， 𝑆∗是

𝐺∗中与𝐶的各边 𝑒𝑖对应的 𝑒𝑖
∗的集合，那么𝑆∗是𝐺∗

的一个 割集



对偶图

• 思考：

– 什么样的图有对偶图？

• 定理4.5.1 G有对偶图的充要条件是

G为平面图



对偶图

• 证明：

– 充分性据性质4.5.1即得。证必要性(反证法)：

– 假设G为非平面图。则根据库拉图斯基定理，G

中一定包含K(1)或K(2)型子图

– 根据对偶图的生成原则，度为2的结点不影响对

偶图的存在性(只会在对偶图中增加重边)，因

此，所有K型子图是否存在对偶图，都可以归

结为K(1)或K(2)图是否存在对偶图问题。



对偶图

– 对于K(1)图：m＝10，n＝5，d ≥7；则其对偶图中，

m*=10，n*≥7

– 由于K(1)图中不存在自环和重边，所以其对偶图

中不存在度为1或2的结点，即

– 故 ，矛盾！

3)( * ivd

* *2 ( ) 3 7im d v=  



对偶图

– 对于K(2)图：m＝9，n＝6，d ≥5；则其对偶图中，

m*=9，n*≥5

– 由于K(2)图中每个域的边界数至少为4，所以其

对偶图中结点度不小于4，即

– 故 ，矛盾！

4)( * ivd

* *2 ( ) 4 5im d v=  
证毕！



对偶图

• 思考：

– 什么样的图有对偶图？

平面图！



例：下图为一所房子的俯视图，设每一面墙上都有一个门。
问能否从某个房间开始过每扇门一次最后返回？



对偶图

• 例：任何一张地图是否只用四种颜色就能

使具有共同边界的国家着上不同的颜色？

（四色问题）

– 地图无“飞地”

– 两个国家只有共同点不算具有共同边界



对偶图

• 测地变换：可球面图 可平面图



对偶图

• 测地变换说明地图是可平面图

• 对于可平面图着色问题，一般都是做图的

对偶图，然后研究对偶图的点着色问题

• 四色问题转化为：对一个连通的平面图，

是否可以用4种颜色对其结点进行着色，并

保证相邻结点颜色不同？



对偶图

• 问题：

– 对于一个连通的平面图，3种颜色是否可以完成

结点着色，并使相邻结点颜色不同？

– 那么5种颜色是否够用呢？

3种颜色不可以！



对偶图

• 定理4.5.2 每一个平面图G都是5－可着色的

证明：

– 作G的对偶图𝐺∗，则命题转为证𝐺∗的结点5－可

着色

– 对偶图有时会出现自环和重边，由于自环和重

边并不影响点5－可着色问题，因此，可将自环

和重边移去得到简单图𝐺0

– 则命题又转为证任意简单图是否可以结点5着色



对偶图

– 证明（续）：以下对𝐺0的结点进行归纳证明

– (1)当结点数 𝑛 ≤ 5 时，显然可5着色，结论成立。

– (2)设结点数为𝑛－1时𝐺0可结点5着色



对偶图

– (3)当结点数为𝑛时，由于𝐺0为简单图，据定理4.2.2可知，

𝐺0中一定存在结点𝑣，𝑑(𝑣) < 6

– 如果𝑣 的度小于5，此时移去𝑣，得到𝐺0′，据归纳假设，

𝐺0′可点5着色。再将𝑣补回，恢复到𝐺0。则图可结点5

着色。

定理4.2.2 简单平面图G中存在度小于6的结点

v
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3v
4v



对偶图

– 如果结点𝑣的度正好为5，如图所示

– 假如相邻结点只用了4种颜色(或更少)，则OK；

– 假如相邻结点偏偏用了5种颜色

v

1v

2v

3v

4v

5v
？
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对偶图

针对𝑐1, 𝑐3形成的子图：

• 如果𝑣1, 𝑣3属不同的连通支，则将𝑣1所在连通支中𝑐1
和𝑐3颜色互换

• 如果𝑣1, 𝑣3属同一连通支，则𝑣1和𝑣3之间存在道路，

与𝑣一起形成回路，此时𝑐2和𝑐4形成的子图中，𝑣2与

𝑣4一定分属两个连通支，则将𝑣2所在连通支中𝑐2和𝑐4
颜色互换

– 因此对于结点数为𝑛的情况，5种颜色仍然可以

完成结点着色。

证毕！



对偶图

• 小结：

– 对于平面图，3种颜色不可以完成结点着色

– 对于平面图，已证明， 5种颜色可以完成结点

着色

– 那么，对于平面图，4种颜色可不可以完成结点

着色？

• 四色问题又称四色猜想，是世界近代三大

数学难题之一



主要内容

• 4.1 平面图

• 4.2 极大平面图

• 4.3 非平面图

• 4.4 图的平面性检测

• 4.5 对偶图

• 4.6 色数与色数多项式



色数与色数多项式

问题背景：

• 药品贮存问题：

– 有n种化学药品需要存放，但是由于个别药品相

互之间会发生化学反应，因此需要存放在不同

的地点。问至少需要多少存放地点？

1

2

3 4

5

6

对图G的结点进行着色
满足相邻节点着以不同颜色
最少颜色数！



色数与色数多项式

• 定义4.6.1 给定图G，满足相邻结点着以不同

颜色的最少颜色数目称为G的色数，记为𝛾 𝐺

• 定义4.6.2 给定图G，满足相邻边着以不同颜

色的最少颜色数目称为G的边色数，记为𝛽 𝐺



色数与色数多项式

平面图的边着色问题，可转化为点着色问题研究



色数与色数多项式

• 一些常见图的色数：

– 空图：

– 完全图：

– ：

– 二分图：

– 偶结点数回路：

– 奇结点数回路：

– 树(n≥2)：

eKG n −=

( ) 1=G

( ) nG =

( ) 1−= nG

( ) 2=G

( ) 2=G

( ) 3=G

( ) 2=G



色数与色数多项式

• 思考：

– 子图的色数 ≤   原图的色数

– 图如果是连通图，则其色数必定 ≥2



色数与色数多项式

• 定理4.6.1 一个非空图G，𝛾 𝐺 = 2当且仅当

它没有奇回路

证明：

– 不妨设图G为连通图

– 必要性： 没有奇回路

– 假如存在奇回路，则

– 充分性：没有奇回路

( ) 2=G

( ) 3G

( ) 2=G



色数与色数多项式

– 对于图G的支撑树𝑇，有 𝛾 𝑇 = 2

– 考察每条余树边

– 在𝑇中，加入任一余树边都可以形成一条初级

回路，据已知条件，该回路为偶回路

– 因此，所有余树边加入后，树𝑇的染色方案不

需改变

– 故 ( ) 2=G

证毕！



色数与色数多项式

• 定理4.6.1 一个非空图G，𝛾 𝐺 = 2当且仅当

它没有奇回路



色数与色数多项式

• 定理4.6.2 对于任意一个图G，设𝑑0 = max 𝑑 (𝑣𝑖)，

则 𝛾 𝐺 ≤ 𝑑0 + 1

证明：（归纳法）

– 当图G结点数为1时，显然成立

– 设结点数𝑛 = 𝑘 − 1时成立

– 则当结点数为𝑘时，从图G中随意移去一个结点

𝑣，得到图𝐺’。则根据归纳假设，𝛾 𝐺′ ≤ 𝑑′0 + 1

其中，𝑑′0 = max
𝑣𝑖∈𝐺′

𝑑(𝑣𝑖)



色数与色数多项式

– 显然，𝑑′0 ≤ 𝑑0 故 𝛾 𝐺′ ≤ 𝑑′0 + 1 ≤ 𝑑0 + 1

– 说明用𝑑0 + 1种颜色可以给𝐺’结点着色

– 此时，我们把删掉的结点𝑣补回

– 结点𝑣的度不会超过𝑑0，而我们有𝑑0 + 1种颜色

可用，因此结点𝑣一定可以在这𝑑0 + 1种颜色中

找到着色方案。

– 故𝑛 = 𝑘时，假设仍然成立。

证毕！



色数与色数多项式

• 定理4.6.2 对于任意一个图G，设𝑑0 = max 𝑑 (𝑣𝑖)，

则

( ) 10 + dG



色数与色数多项式

• 定理4.6.3 对任意图G，𝛾 𝐺 ≤ 1 +max
𝐺′⊆𝐺

𝛿 𝐺′ ，其

中𝛿 𝐺′ 表示G的导出子图𝐺’中最小的结点度

证明：

– 若G为空图，则结论显然成立

– 若G非空，则设𝛾 𝐺 = 𝑘，必然有𝑘 ≥ 2。

– 令𝐻为满足𝛾 𝐻 = 𝑘的G的一个最小导出子图

– 则对于𝐻的所有结点𝑣，必然有𝛾 𝐻 − 𝑣 = 𝑘 − 1

– 意味着𝐻中每个结点𝑣，都至少有𝑘 − 1个邻接点

?



色数与色数多项式

– 即 𝑑 𝑣 ≥ 𝑘 − 1，可知𝛿 𝐻 ≥ 𝑘 − 1 = 𝛿 𝐺 − 1

– 对于𝐻的所有导出子图{𝐻’}，必有

– 而相比𝐺的所有导出子图{𝐺’}，必有

– 由上述各不等式，可推出

( ) ( )'max HH  

( ) ( )'max'max GH  

( ) ( ) ( ) ( )'max1'max11 GHHkG  +++=

证毕！



色数与色数多项式

定理4.6.3 对任意图G，𝛾 𝐺 ≤ 1 +max
𝐺′⊆𝐺

𝛿 𝐺′ ，其中

𝛿 𝐺′ 表示G的导出子图𝐺’中最小的结点度

思考：

给定一个图G，如何求其色数？

给出图G的两个变换： 𝐺𝑖𝑗 𝐺𝑖𝑗
∘



色数与色数多项式

• 定义4.6.3 设𝑣𝑖，𝑣𝑗是简单图G中不相邻的两个结点。

令 𝐺𝑖𝑗 = 𝐺 + 𝑣𝑖 , 𝑣𝑗

𝐺𝑖𝑗
∘

为原图G中合并结点 𝑣𝑖，𝑣𝑗成为新结点𝑣𝑖𝑗

并由𝑣𝑖𝑗继承原先𝑣𝑖，𝑣𝑗连接关系的简单图。

ijG


ijGG

iv

jv

iv

ijv



色数与色数多项式

• 思考：

– 联系 ， 的定义，简单图G的最少着色数可如

何计算？

– ：原图G中， ， 着以不同颜色

– ：原图G中， ， 着以相同颜色

ijG


ijG

ijG



ijG

iv jv

iv jv

( ) ( )( )着以不同颜色jiij vvGG , =

( )( )着以相同颜色jiij vvGG , =






 



色数与色数多项式

• 定理4.6.4   设 ， 是简单图G中不相邻的两

个结点。则

证明：

略！

iv jv

( ) ( ) ( )








=


ijij GGG  ，min



ijG


ijG

ijG


ijG

ijG


ijG

( ) ( ) ( )








=


ijij GGG  ，min =3



色数与色数多项式

• 色数问题，是给一个图结点着色，所需的

最少颜色数

• 假如给定颜色数𝑡，对某个图G结点进行着

色，问有多少种方案？

我们用 表示这种着色方案数

– 例如：t 种颜色(𝑡 ≥ 3)对𝐾3进行着色，方案数为：

),( tGf

( )( )21),( 3 −−= ttttKf



色数与色数多项式

• 定义4.6.4 对于简单图G，给定t 种颜色对G的

结点进行着色，满足相邻结点着以不同颜

色，着色方案数可用 表示，称为G的

色数多项式。

– 显然，当给出的颜色数不够多时，着色方案数

将为0，即

),( tGf

0),( =tGf( )Gt 



色数与色数多项式

• 对于图G的色数多项式

– 用t 种颜色对G进行着色，可以分为如下情况：

• 恰用1种颜色完成着色，着色方案数为m1，选色方案

数为

• … … …

• 恰用n 种颜色完成着色，着色方案数为mn，选色方

案数为

– 则有：

),( tGf


=

=
n

i

i

ti CmtGf
1

),(

由此可看出，色数多项式是一个t的n次多项式

1

tC

n

tC



色数与色数多项式

• 常见的色数多项式及其性质：

–

–

– 对于完全图𝐾𝑛，

– 对于树𝑇𝑛，

– 若G有p个连通支 ，则

( ) ( ) 0, = kGfkG

( ) 为空图GttGf n =,

( ) ( )11),( n +−−= nttttKf 

( ) 1

n 1),(
−

−=
n

tttTf

( )1),(),( 1-nn +−= nttKftKf

1,,,, 21 pGGG p


=

=
p

i

i tGftGf
1

),(),(



色数与色数多项式

• 思考：

– 对于任意平面图，其色数多项式如何计算？

• 定理4.6.7 设i，j是G的不相邻结点，则

( ) ( ) 







+= tGftGftGf ijij ,,,





( ) ( ) ( ) ( )tKftKftKftGf ,2,3,, 345 ++=



小结

• 色数问题：

– 色数的定义、常见图的色数

– 图的色数定理

– 图的色数求解方法

• 色数多项式：

– 常见图的色数多项式

– 色数多项式的求法



主要内容

• 4.1 平面图

• 4.2 极大平面图

• 4.3 非平面图

• 4.4 图的平面性检测

• 4.5 对偶图

• 4.6 色数与色数多项式



作业

• 课后：1，3，16，17，24

• 选作：5，20，25，27
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