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主要内容

• 7.1 集合与映射

• 7.2 等价关系

• 7.3 代数系统的概念

• 7.4 同构与同态



集合与映射

• 设S是任意一个集合，如果元素a属于S，记

记为 ，否则记 。

• S中不同元素的个数称为该集合的基数，

用 表示。

• 当集合S确定之后，能相应地得到另一个集

合 ， 是S的全部子集的集合。称为S

的幂集

• 的基数是

Sa Sa

S

( )S ( )S

( )S S
2



集合与映射

• 中的元素A，是集合S的一个子集，可以

刻划为

其中P代表某种性质

• 因此A可以解释为：具有性质P的S的元素的

集合

( )S

( ) xPSxA |=



集合与映射

• 集合运算：

分配律！

( ) ( ) ( )CABACBA  =

( ) ( ) ( )CABACBA  =



集合与映射

• 定义7.1.1 设S和T是给定的两个集合，如果

有一个规则 f ，使对任意一个元素 ，在

T中有唯一的元素y与之对应。则称 f 是S到T

的一个映射

记作 f ：S→T 和 ，S称为 f 的定义域，

T为 f 的值域，y 称为 x 的象，x 称为 y的原

象。

Sx

( )xfy =



集合与映射

• 根据定义：

– S中每个元素在T中都有象

– T中的每个元素在S中不一定都有原象

– 习惯上我们将S中全部元素的象所构成的集合

称为 f 的象，记作 。显然 。( )Sf ( ) TSf 



集合与映射

• 定义7.1.2  两个映射f，g

当且仅当 ， ，且对任意 ，

都有 ，称 f 和 g 是相等的映射，

记为f＝g

11 BAf →      :

22 BAg →      :

21 AA =
21 BB =

( ) ( )xgxf =

Ax



集合与映射

• 定义7.1.3 设 f 是 A 到 B 的一个映射。

1. 若对任意 ，都有 ，

称 f 是 A 到 B 的单射。

2. 若 ，则称 f 是 A 到 B 的满射。

3. 若 f 既是单射又是满射，则称它是 A 到 B 的

双射。

Aaaaa jiji  ,  , ( ) ( )
ji afaf 

( ) BAf =



集合与映射



集合与映射

• 定义7.1.4 设A、B、C是三个集合，有两个映

射：

则由 f 和 g 可确定一个 A 到 C 的映射h，

称 h 为 f 与 g 的合成，记作 ，亦即

( ) ( )( ) ( )( )afgagfah ==

gfh =

( )( )afgah →      :

BAf →      :

CBg →      :

( ) ( )( )afgagf =



集合与映射

• 映射的合成一般不满足交换律，

但是满足结合律。

例如： ， ，BA→      : CB →      : DC →      :

( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( )aaa  ==

( )( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )aaa  ==

( ) ( ) =



集合与映射

• 定理7.1.1 设 f 是 A 到 B 的映射， 和 分别
是 A 与 B 中的恒等映射，则

，

证明：

– 和 具有相同的定义域 A 和相同的值域 B ，
且对于任意的 ，都有

– 因此

– 同理可证：

AI BI

fIf A = ffIB =

ffIB

( ) ( )( ) ( )afafIafI BB ==

Aa

fIf A = 

ffIB =



集合与映射

• 定义7.1.5 设两个映射：

若 成立，则称 f 是左可逆映射，g 是

右可逆映射，并称 g 是 f 的左逆映射，f 是

g 的右逆映射。

又若 也成立，则称 f 和g 都是可逆映

射。

BAf →      : ABg →      :

AIgf =

BIfg =

思考：可逆映射是否一定是双射？



集合与映射

• 定理7.1.2   A 到 B 的映射f ：

f 是左可逆的充要条件是 f 为单射

f 是右可逆的充要条件是 f 为满射



集合与映射

• 证明：

– 必要性： f 左可逆 f 为单射

– 如何证明 f 是单射？

– 由 f 左可逆，可知必存在 ，使得

Aaa  21, ( ) ( ) 2121 aaafaf ==

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) 22221111 aaIagfafgafgagfaIa AA =======

ABg →      :

AIgf =

必要性得证！



集合与映射

• 证明：

– 充分性： f 为单射 f 左可逆

– 如何证明 f 左可逆？构造g！

– 定义 如下：

– 此时，

– 因此

ABg →      :

AIgf =

( )
( )

( )





=
=

AaAfba

bafAaa
bg

00 ,

,,

且     若

使若存在

AIgf =

Aa ( ) ( )( ) ( ) abgafgagf ===

充分性也得证！



集合与映射

• 定理7.1.2   A 到 B 的映射f ：

f 是左可逆的充要条件是 f 为单射

f 是右可逆的充要条件是 f 为满射



集合与映射

• 推论： 是可逆映射，当且仅当 f 是

双射

BAf →   :



( ) ( ) hhIhgffhggIg AB =====

集合与映射

• 定理7.1.3 设 f 是 A 到 B 的映射。

且 ， ，则g = h

证明：

AIgf = BIhf = 

可逆映射的逆映射是唯一的！



主要内容

• 7.1 集合与映射

• 7.2 等价关系

• 7.3 代数系统的概念

• 7.4 同构与同态



等价关系

• 定义7.2.0 设A，B是集合，称集合

是A和B的笛卡儿积，记为A×B

 BbAaba  ,|,



等价关系

• 对于集合 A 到集合 B 的任何一个映射 f ，都

可以写出很多二元组 ，其中 ， 。

显然，这是A×B的子集。

• 我们将映射的概念加以推广，即定义域不

一定是A本身，定义域元素对应值域元素也

不一定是唯一的，就引出二元关系。

Aa Bb( )ba,



等价关系

• 定义7.2.1 集合 A 和 B 的笛卡儿积 A×B 的任

一子集 R 称为A 与 B 之间的一个二元关系，

它的元素是有序对 ，记为 ，其中

。当 时，说 与 没有 R 

关系，记作 。

• 当A=B时，称 R 为集合 A 上的二元关系

BbAa  , ( ) Rba ,

bRa   

( )ba, bRa   

a b



等价关系

• 定义7.2.2 设R是集合A上的二元关系，如果

1.对所有的 ，都有a R a，即R具有自反性

2.对所有的 ，若a R b，则b R a，即R具有

对称性

3.对所有的 ，若a R b，b R c，则a R c ，

即R具有传递性

则称 R 是 A 上的等价关系。用符号 ~ 表示。

Aa

Aba ,

Acba ,,



等价关系

• 设R是集合 A 上的一个等价关系，对任一元

素 ，可以把所有与 a 有 R 关系的元素

构成一个集合，称之为A的一个等价类，记

做 ，即

其中，a 为该等价类的代表元

Aa

a  axAxa ~|=



等价关系

• 等价类 的性质：

1. 

2. 若 ，则

3. 若 且 ，则

a

ab

aa

xb ~

acb ,

ax

cb ~

等价类中任两个元素都有等价关系！

任两个有等价关系的元素都在同一等价类中！



等价关系

• 定理7.2.1 设～是 A 上的一个等价关系，对

任意元素

若非

则有

Aba ,

ab =

=ab



等价关系

• 定理7.2.2    设 是 A 上由等价关系～

确定的全部等价类，那么

集合 A 上的等价关系～可确定它的一个划分！

naaa ,,, 21 

Aa
n

i

=
=


1

1
=




ji

ji aa
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